Chapitre 4

Les Applications Linéaires

4.1 Applications Linéaires

Définition 4.1.1. : Soient E et E’ deux espaces vectoriels surK et f une
application de E dans E’°. On dit que f est linéaire, si :

1) flu+v)= f(u)+ f(v) Yu,v € E.

2) f(dw) =Af(v) Vv € E, VX € K.

L’ensemble des applications linéaires de E dans E’ est noté L(E, E’).
Remarque 4.1.1. : f(0) =0 car (homomorphisme de groupes).

Définition 4.1.2. : Une application linéaire de E dans E est appelée endo-

morphisme.

Exemple 4.1.1. :
1) © : E — E estlinéaire dite application nulle.
v — 0
2) idg : E — E est linéaire dite application identique de E.
v o— v
3) ug . E — E  est linéaire dite homothétie de rapport a.
aeK v — au
4) D : RX] — R[X] est linéaire dite dérivation.
P — DP =P
5) Soit E= E; @ E».
A —  FEy est linéaire dite projection

1

r=x1+ 22 — w1 sur Ey parallélement a Es.

1
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6) Soit vy # 0 un vecteur de E
T : E — E application non linéaire car 7(0) = vy # 0,

v — v4uvy dite translation.

4.2 Image et Noyau

Proposition 4.2.1. : Soit f € L(E, E') et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors f(F) est un sous-espace vectoriel de E’.
En particulier f(E) est un sous-espace vectoriel de E’ appelé image de f et

noté Imf. Sa dimension est appelée rang de f.

Preuve : On sait que f(F) est un sous-groupe de E’; il suffit donc de

vérifier la stabilité pour I'opération externe.

Soit A € K et f(v) € f(F), Af(v) = f(Mv) € f(F).
Proposition 4.2.2. : Soit f € L(E, E), Kerf ={x € E/f(x) =0} est un

sous-espace vectoriel de E, appelé noyau de f.

Preuve : Il suffit de vérifier la stabilité pour l'opération externe.
Soit \€ Ket x € Kerf, f(Ax) =Af(x) =A0=0= Az € Kerf.

Proposition 4.2.3. : f est injective < Kerf = {0}.

Exemple 4.2.1. :
1) Soit E= E, @ E,, ImP,, = Ey, KerP,, = E
2) D : RX|] — R[X]
P +— DP=P
KerD =R, ImD = R[X].
3) f : R} R
(z,y,2) — (2x+y,y—2)
Kerf ={(z,y,2)/y = —2x et z =y} = {(x, —2x, —2x)/x € R} droite vec-
torielle engendrée par (1, —2, —2).
Imf = {(2",y)/3z,y,z;0' =2z +y ety =y — 2}
= {(@ ) ly=y +zeta=3a" —y —2)}
Posons z =0 doncy =y et x = (' — /). D'ou V(«',y) € R* 3(5(2' —
v),y,0) € R¥; f((5(z' —v).y,0)) = (2/,y') donc f est surjective, et par
suite Imf = R2.
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Proposition 4.2.4. : Soit f € L(E, E') et {v;}1<i<n une famille de vecteurs
de E.

1) Si f est injective et la famille {v; }1<i<y, est libre dans E, alors la famille
{f(vi) hi<i<n est libre dans E’.

2) Si f est surjective et la famille {v;}1<;<, est génératrice de E, alors la
famille { f(v;) hi<i<n est génératrice de E’.

En particulier st f est bijective, l'image d’une base de E est une base de

E".

Preuve : 1) Comme f est une application linéaire injective, alors on a :
1=n
Z)\if (vi) = 0
i=1

— f(z A\ivy) =0 ( f application linéaire )

=1

— N =0 Vi= 1,...n {Ui}lgign libre
2) Vo €E, 3N €Kiz =) \us.

i=1
Soity cE,Jx e E;y=f Z)\v, surj douy—Z)\fvl

Théoréme 4.2.1. : Deur espaces vectomels de dimension ﬁme sont 1s0-

morphes, si et seulement si, ils ont méme dimension.

Preuve : =) f : E — E’ isomorphisme, d’aprés la proposition précédente
I'image d'une base de E est une base de E’, donc E et E’ ont méme dimension.
<) Supposons dimE = dimE', soit {ey, ..., e, } une base de E et {e, ..., e/, }
une base de E’. Considérons 'application
f: E — FE

ekl—>e§C

Pour = = Z Aie;, on pose f(x Z N\i€ei) = Z \;€;, on vérifie que

—1 i=1
f est linéaire bljectlve.

Corollaire 4.2.1. : E espace vectoriel de dimension finie sur K.
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E est isomorphe a K" < dimgFE =n.

Théoréme 4.2.2. ( Théoréme de la dimension ) : Soient E et E’ deux es-
paces vectoriels de dimension finie et f € L(E, E'), alors dimE = dim(Ker f)+
dim(Imf).

Preuve : Supposons dimE = n, dim(Kerf) = r et montrons que
dim(Imf)=n—r.

Soit {wy, ..., w,} une base de Kerf, complétons la pour obtenir une base
de E en loccurrence {wy, ..., w,, v1, ..., Upn_p }.

Montrons que B = {f(v1), ..., f(vn—)} est une base de Imf.

1) B engendre I'mf, en effet :

F@)=FOami+ > Av) =Y Aif(v).
b) B est lill):ré ; - -

Z Aif(vi) = 0
i=1 B
— f(z Aivi) =0 (f application linéaire)
i=1

n—r
— Z A\v; € Kerf
=1
n—r r
— Z Aiv; = Z OGW;
=1 =1
n—r r
> Z)\I’UZ — Zoziwi =0
=1 1=1

— AZ-:()?’[::l,,.',n—?”; ai:O,iZO,...,T

Corollaire 4.2.2. : Soit f € L(E, E), E et E’ étant deux espaces vectoriels
de méme dimension finie, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) f est injective.
2) [ est surjective.
3) f est bijective.

Preuve : dimE = dim(Kerf) 4+ dim(Imf). 1l suffit de montrer 1) <=
2).
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[ injective <= Kerf = {0} < dimE = dim(Imf) <= dimE' =
dim(Imf) <= E = Imf <= [ est surjective.

Remarque 4.2.1. : 1) Ce résultat est faur en dimension infinie.
En effet :
D : RX] — R[X] est surjective, non injective.
P — DP =P

2) Une application linéaire f est parfaitement définie si on connait ['image

n
des vecteurs d’une base, car d’apres la linéarité de f on a f(x) = f(z Tie;) =
i=1

n
inf(ei), donc si on connait f(e1),..., f(en), f est connue en tout x.
i=1

4.3 Matrices Associées aux Applications Linéaires

Soient E et E’ deux espaces vectoriels sur K, de dimension finie n et p
respectivement, et f : E —— E’' une application linéaire. Choisissons
{e1,...,e,} une base de E et {e’l, ...,e;} une base de E’. Les images par f

des vecteurs {eq, ..., e, } se décomposent sur la base {e’l, e e;} :

f(€1> = a116/1 + a21€/2 + ...+ aple;,
f(€2) = a12€/1 + a22€/2 + ...+ apge;)
flen) = ae] +agney + ... + ape,

Définition 4.3.1. : On appelle matrice de f dans les bases {eq,...,e,} et
{e’l,...,e;}, la matrice notée par M(f)ehe; appartenant o M, ,(K) dont
les colonnes sont les composantes des vecteurs f(e1), ..., f(en) dans la base
{6/1,...,63;} :

fler) fle2) - ... . flen)
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( ail ai12 . e o Qup \ 6/1

€

M(f)ei,e; = :
: €)1

\ apl  Ap2 . ... . Gpy / e,

Il est clair que la matrice associée a f dépend du choix des bases de E et
E’

Exemple 4.3.1. :
1) Soit E un espace vectoriel de dimension n et
g : E — E
r — x
On considére une base {e;} de E.

(10. S 00
010 0

%

.01 0 ..0
M (idg)., = _ | = L, matrice unité de M,,(K).

: .0
\o 0. .. 01)
2) Soit E=R* et Pr;y : R? — R?

(z,y) — (2,0)

Considérons la base canonique {e1, e} de R? on a Pri(e1) = e1, Pri(es) =

e (40 )

8) Soit {e1, ez, e3} la base canonique de R® et {e},eh} la base canonique
de R?. Considérons lapplication linéaire :

fiR R
(ZU,y,Z) — (ZU—y,Z—y)

1 -1 0
M(f)ez,e;»:<0 1 1)

4) On considére la forme linéaire sur R"
f : R” — R

(T1, oy Ty) — @171 + Q2T + ... + apT,
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En munissant R" et R de leurs bases canoniques respectives {e;} et {1}
on obtient M(f)e,1 = ( ap; as ... ap >
5) D : Ry[X] — Rs[X]
P — DP =P
01000
M(D) = 8 8 z g 8 par rapport aux bases canoniques de Ry[X]

00004
eth[X]

Proposition 4.3.1. : Soient E et E’ deux espaces vectoriels sur K de di-
mension n et p respectivement, {e;} et {e.} des bases de E et E’. Alors
I'application :
M : L(EJE) — M,,(K)
f — M(f)e,e,

J
est un isomorphisme d’espaces vectoriels ¢’est a dire :

M(f+g) = M(f)+ M(g), M(\f) = AM(f) et M est bijective, en
particulier dimL(E, E') = np.

Preuve :

(f+g)er) . - . (f+g)en)

M(f +g)€i,€; — - . . . —

De méme
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(AN)er) - (Af)(en)

[ )

MO\ fleey=| = o = | =AM (e,

\ - . =)

done M est linéaire.

Soit f € KerM = M(f)e,e; =0 = f(e1) = f(e2) = ... = f(en) =0,

doncsiz e Ex = Z/\Z-ei, flz) = Z/\if(ei) =0, d’on f =0, donc M est
i=1 i=1

injective.

Elle est aussi surjective, car si

( aip aig ... A1p, \
as1 A2n,

A= : : e M, ,(K)

\ ap1 Qpn, )

On considére f en posant :
f(el) = a11€/1 + ...+ aple;

flen) = ae) + ... + apey,.
Pour z € E; = Ae1+...+ e, on pose f(x) = A f(er)+...+ A f(en).
On vérifie que f est linéaire et M(f)e“e; = A.

4.4 Matrice d’un Vecteur. Calcul de I'Image d’un Vec-

teur

Définition 4.4.1. : Soit E un espace vectoriel de dimensionn, {ey, e, ..., €,}
1=n

une base de E et x = inei un vecteur de E. On appelle matrice de x dans
i=1

la base {e;} :

L1
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Proposition 4.4.1. : Soit f € L(E, FE), {e1,ea,....,e,} et {6’1,6’2,...,6;

deur bases de E et E’ respectivement, pour tout x € E, on a :

M(f(x))e’, = M(f)ei,e}M(x)ei-

(Cbn a12 ... aln\
asq A2n,
Preuve : Soit M(f)e,¢; =

\ ap]_ DY a/pn )

p
d’ou f(e;) = Zakjek
k=1
On a
J=n Jj=n Jj=n p
f(x) = f(Z:L‘Jej) = ijf(e]) = xyza/we;c
=1 j=1 j=1 k=1
P n p
=Y O mar) e = > urel
k=1 j=1 k=1
———
Yk
Y1
donc M (f(x ))3: :
Yp

D’autre part

(an aip ... aln\ (xl\ (jzn;aljxj\

a21 a9y,
M(f)ei,e’-M(x)ei = : : : —

\ ap1 e Qpn ) \ L, / K Zap]x]

d’ou le résultat.

Exemple 4.4.1.

Soit le plan rapporté a sa base canonique. Déterminer [image du vecteur
_ . ) 11
x = (3,2) par rotation de centre O et d’angle %.
On a
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M(f(z)) = M(f)M(z)

B /COSH sin%) (3)
- sin COS% 2
3 3

- 3) ()

4.5 Matrice de I'Inverse d’'une Application

3v/3—2
2

_ \ 2/3+3
2

Proposition 4.5.1. : Soient E, E’, E” trois espaces vectoriels sur K, {eq, ..., e, },
{e’l,...,e;}, {6/1/,...,6:]/} des bases de E, E’ et E” respectivement. Si g €
L(E . E)ctfecL(E,E"), onaM(fog)e,e = M(f)er erM(9)e et -

7
Preuve : Soit x € E arbitraire. En utilisant la proposition du paragraphe
2,0na:

M(fog)M(x) = M(f(g(x))) = M(f)M(g(x)) = M(f)M(g)M (z). Puisque
x est arbitraire, M (fog) = M(f)M(g).

Proposition 4.5.2. : f € L(E, E') est bijective si et seulement si M(f)eie,

est inversible.
De plus M(f ™ )ere, = M(f) .

Preuve : f~lof = idg, doi
M(f'of)eper = M(ide) = I = M(f)M(f) = I = M(f') =
M(f)~".

4.6 Changement de Bases

Définition 4.6.1. : On appelle matrice de passage de la base {e;} a la base
{ei} du méme espace vectoriel E, la matrice P, dont les colonnes sont
les composantes des vecteurs €; dans la base {e;} :
Pin ... Pin
Peiﬁeg = oL = M(idE)eg,ei-
Pn1 .- Pnn
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Remarque 4.6.1. : Une matrice de passage est toujours inversible et on a
(Peiﬁeg)_l - Pe;—wr

Proposition 4.6.1. : Soientx € E, {e;} et {e;} deuz bases de E, P = P, _..
et X = M(x)e,, X' = M(x)er, ona X' = P7'X.

Preuve : PX' = M(idg)e o, M (7). = M (idg(2))e, = M (7)., = X.

Exemple 4.6.1. :

Soit R* muni de deuz bases, la base canonique {e1, es} et la base {e}, ey}
définie par :

el = 2e1 + es, €, = 3e1 + 2e

Soit x = 2e1 + 3ey, calculons les composantes de x dans la base {€],eh}.

ST

)
4
r = —be} + 4é),.

Proposition 4.6.2. : Soient f € L(E, E), {e1,...,e.}, {1,....,en} deux
bases de E et {e’l, ...,e;}, {8’1, ...,6;0} deux bases de E’.

Notons A = M(f)ei,e’j; A= M(f)ei,s;; P = Peiﬂsi: Q - Pe;—wg-

On a alors A" = Q~1AP.

Preuve f
Ee)y — E,
vdg | | idg

J

On a foidg = idgof d’ot M(foidg) = M (idgof), c’est a dire

M(f)ehe’la

I,
J J

M(f)Ei,ezM(idE)ei,si = M@dE’)e’j,s
c’est a dire A’/P~' = Q 'A donc A’ = Q 1AP.
Corollaire 4.6.1. : Soient f € L(E) et {e1,...,en}, {€},...,e.} deux bases
de E.

Notons A= M(f)e,, A" = M(f)e; et P = P, _..
On a alors A’ = P~1AP.



12 CHAPITRECHAPITRE 4 : LES APPLICATIONS LINEAIRES

Définition 4.6.2. : Deuz matrices A, A’ € M,,(K) sont dites semblables
s’il existe une matrice P € M, (K) inversible telle que :

A= P71AP.

Exemple 4.6.2. :

Soit f un endomorphisme de R? qui dans la base canonique {e;} est re-

présenté par la matrice : A = M(f)., = ( 3 _;
Déterminons la matrice A" qui représente f dans la base €] = (0, —1) et
eh = (1,1).
A = PlAP
(1 -1\ (3 -1 0 1
A1 o0o/)\o 2 < 11 )
On a 3 =3 01

3 -1 )\ -11
(30
12

4.7 Rang d’une Matrice

Définition 4.7.1. : Soit {vq,...,v,} une famille de vecteurs, on appelle rang
de la famille, la dimension de l’espace engendré par les vecteurs v.

Soit A" € My, (K), A= (c1,...,cy) ot l'on a noté ¢; les vecteurs colonnes
de A (c; € K). On appelle rang de A le rang de la famille des vecteurs

colonnes de A.

Proposition 4.7.1. : Soit f € L(E, E’). Soient {ey,...,e,} et {e’l,...,e;}
deuz bases quelconques de E et E’ respectivement et A = M(f)e, e = (aij).
On a alors rangf = rangA.
Ainsi deux matrices qui représentent la méme application linéaire dans des
bases différentes ont méme rang; en particulier deux matrices semblables ont

meme rang.

Preuve : On considére le diagramme suivant :
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h

K' — K?

u lv h=vlofou
f ’

Bey — Fl

u et v sont définis en associant & chaque vecteur de la base canonique de K"
( resp K?)

g; ((resp €} ) le vecteur e; ( resp € ), alors 'application h a précisément A
comme matrice dans les deux bases canoniques car h(g;) = v tofou(s;) =
v tof(e;) = fu_l(z aije)) = Zaﬁg"j. Donc rangA = rangh et d’apres le

j
lemme suivant, on déduit que rangA = rangf

Lemme 4.7.1. : Soient f € L(E, F) et g € L(G, E), alors
1) Si g est surjective, alors rangf = rang(fog).
2) Si f est injective, alors rangg = rang(fog).

Preuve : 1) rangf = dimf(E) = dimf(g(G)) = dim(fog)(E)
= rang(fog)

2) Soit {v;} avec v; = g(w;) une base de I'mg, alors f(v;) = (fog)(w;).
Comme f est injective { f(v;)} est libre et engendre I'm( fog) cary € Im(fog) =
dr;y = f(g.sx/)) = f(z Vi) = Zozif(vi) donc {f(v;)} est une base de

elmg
Im(fog), d’ou rangg = rang(fog).
On en déduit qu’en composant a gauche ou a droite par une application

linéaire bijective, le rang ne change pas.

4.8 Matrices Remarquables

a) Matrice Diagonale (a;;) € M, (K); a;; = 0 pour i # j.

b) Matrice Triangulaire Supérieure (a;;) € M, (K): a;; = 0 pour i > j.

¢) Transposée d'une Matrice A = (a;;) € My n(K); cest A = (aj;) €
Mo (K). Elle vérifie {(PA) = A, {(A+ B) =t A+! B, {(\A) = NAVA, B €
Mpn(K) et A € K ¢’est a dire que l'application :

U Mpn(K) — M,,n(K) est un isomorphisme

A — tA d’espaces vectoriels
On a aussi '(AB) =" BPAVA € M,,,(K) et VB € M, ,(K).
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Définition 4.8.1. : A, B € M, ,(K) sont équivalentes s’il existe P €
Gl,(K) et Q € Gl,(K) telles que B = Q" YAP. C’est en fait une relation

d’équivalence sur M,, ,(K), notée ~.

Théoréme 4.8.1. : A, B € M, ,(K) sont équivalentes si et seulement si
rangA = rangB.

Démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.8.1. : A e M, ,(K);

( ( eM,.(K) \ \

10...0 0 ... 0
010:

rangA =r < | A ~

0...01 0

o))

Cette derniére est notée J,.

Preuve : <) trivial.
=) A € M,,,(K) définit une application linéaire
P K’()e‘

(€}) respectivement.

Soit r le nombre de vecteurs linéairement indépendants parmi les images

, — K{) . On munit K” et K" des bases canoniques (e;) et
J

des vecteurs de la base (e;); c.a.d Ae,...,Aey, qu'on peut supposer étre
Aey,...,Ae,, les autres vecteurs Ae,1,...,Ae, peuvent s’exprimer en fonction
de ces dernirers :

Aey, = g cpjAej pour k=17 +1,...,p.

j=1
On définit une nouvelle base fi, ..., f, dans K ; comme suit
e, pour k=1,....r;

T

fr = er — chjej, pour k=r-+1,....p.

j=1
On a alors Af, =0pour k=r+1,...,p.

Posons alors Af; = t; pour j = 1,...,r. Les t; sont par hypothése linéai-
rement indépendants. Complétons les pour obtenir une base de K", disons
tri1,...,t,. Considérons alors la matrice de 'application linéaire & dans les

nouvelles bases fi, ..., fp et t1,...,1,, on a alors :
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(1o 0] o ...0)

010:
0...01 0 ... 0

A et M(®)y,; représentent la méme application linéaire, et sont donc

équivalentes.
Preuve du théoréme : =) trivial.
<) rangA = rangB = r entrainent A ~ J., B ~ J,., d’ou A ~ B.

Théoréme 4.8.2. : Soit A € M, ,(K), alors rangA = rang'A c’est a dire

que le rang d’une matrice ; est ausst le rang de la famille des vecteurs lignes.

Preuve : rangA = r = A ~ J, = 3P € Gl,(K) et Q € GI,(K),
A = Q_IJTP S tA — tP tjr tQ—l — (tP—l)—l tJr (t@—l) — t(P—l)—l J;
(fQ7 1) car 'J, = J. d'ot ‘A ~ J = rang'A = r = rangA.

Exemple 4.8.1. :

1 2 0 -1
Détermaner le rang de la matrice | 2 6 —3 —3
3 10 —6 =5
On utilise les opérations élémentaires sur les lignes
1 2 0 -1 L 12 0 -1 L
rg| 2 6 =3 =3 | Ly =7rg| 0 2 =3 —1 Lo — 214
3 10 —6 =5 Ls 04 —6 —2 /) L3—3L,
12 0 -1 L
=rg| 0 2 =3 —1 Lo — 214 =2

00 0 0/ Ls+Ly—2Ly

Car les deux vecteurs lignes sont linéairement indépendants.

4.9 Application des Déterminants a la Théorie du Rang

4.9.1 Caractérisation des Bases

Théoréme 4.9.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension n. Les vecteurs

(e:) 7

vy, ..., Uy de E forment une base de E si et seulement si det Hvl, cee L Up
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0 ou Hvl, cee U désigne la matrice dont les colonnes sont les compo-

6,’)

santes des vecteurs vy, ..., v, dans la base (e;) de E.

Preuve : Il suffit de montrer que {v1, ..., v,} est libre si et seulement si

detHvl,--- , Un # 0.
()
1=n k=n
) E a,;v; = 0, posons v; = E apier, alors on a
=n k=n n n n
E Oéz'(§ apier) = 0 d’ou E aapier =0 = E a;ay; = 0, E a;az; = 0,
i=1 k=1 i,k i=1 i=1
n
ey E aiap; =0 =
i=1
aip a2 ... QAip a 0
ao1 Q929 ... QA9n a9 0
=1 (4.1)
ap1 Qp2 ... Gpp Qp 0

douna,=0Ve=1,...,n

—) Si det Hvl, L, Up o = 0 = le systéme homogene

( 4.1) admet une infinité de solutions, d’ou {vy, ..., v, } est lice.

4.9.2 Comment reconnaitre si une famille de vecteurs est libre

On appelle mineur d’une matrice A, tout déterminant d’une matrice carrée
extraite de A.

Théoréme 4.9.2. : Soient {v,...,v,} 7 vecteurs d’un espace vectoriel E de

dimensionn (r <n ) et A= Hvl,--. ||,

(A - Mn,r(K) )

La famille {v1, ..., v, } est libre si et seulement si on peut extraire de A un

maneur d’ordre r non nul.

Preuve : Similaire a celle du théoréme précédent, en complétant les vec-

teurs afin de former une base de E.
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4.9.3 Comment reconnaitre si un vecteur appartient & ’espace

engendré par d’autres vecteurs

Soit A une matrice et 6 un mineur d’ordre r extrait de A. On appelle
bordant de ¢ tout mineur d’ordre r+1 extrait de A, dont ¢ est un déterminant
extrait.

Si A e M,,,(K) et § un mineur d’ordre 7, il ya exactement (p—7)(n—r)
bordants de o dans A.

Théoréme 4.9.3. : Soient {vy,...,v,} T vecteurs linéairement indépendants

et 0 un mineur d’ordre v non nul extrait de A, ot A = Hvl, e U]
Pour qu’un vecteur w € (vy, ..., v,) il faut et il suffit que tous les bordants

de 0 dans la matrice B = Hvl, e ,UT,wH soient nuls.

Preuve : =) Si I'un des bordants est non nul, la famille {vy, ..., v,, w}
( ayl ... Ay bl \

ary - .. Qpp b,

serait libre.

<) On considére la matrice B =
Ar411---Arg1r br41

\ a,n.l R bn )

Quitte a changer 'ordre des lignes et des colonnes, on peut supposer que

le mineur 6 non nul est le mineur encadré. Les r premiers vecteurs lignes
de B sont indépendants, et chacun des autres est lié a ces derniers. Ainsi
rangB = r, donc les vecteurs colonnes de B {vy,...,v,,w} forment une

famille de rang r et comme {vy, ..., v, } est libre, w € (vy, ..., v;).

Exemple 4.9.1. : Pour quelles valeurs de o, 3 € R le vecteur w =

appartient-il au sous-espace de R* engendré par les vecteurs v; = et

S = O =
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0
1
Uy = 0 7
1
1 0
Ona A= 0 ! 5:10:17&0%
1 0 01
0 1
1 0 0| «
B 0 1] 2
10 1
0 1 g
1 0 « -
Les bordants de 6 sont Ny = |0 1 2| = - = 1—a et Ny =
1 01
1 0 « 5 9
01 2 = (6 — 2. Donc w € (v1,vy) si et seulement si o = 1
01 3 11
et = 2.

4.9.4 Détermination du rang

Théoréme 4.9.4. : Soit A € M, (K). Le rang de A est r si et seulement
si on peut extraire de A un mineur & d’ordre r non nul et tous les bordants
de 0 dans A sont nuls.

Preuve :
( aiy ... air Ain \
e7al Ayy Ay
<:)A:HU17...7/UTL —
Ar41,1 Ar4-1,r Ar41,n

Soit 0 le mineur encadré. Les vecteurs {vy, ..., v, } sont alors indépendants
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et chaque vecteurs vy (s > r+ 1) appartient a l'espace (vy, ..., v,). Donc les
vecteurs colonnes engendrent un espace de dimension r, d’ou rangA = r.
—>) Quitte & changer l'ordre des colonnes de A, on peut supposer que
{v1, ..., v, } est libre. On peut alors extraire de la matrice formée par les r
premiéres colonnes de A un mineur 0 d’ordre 7 non nul. Quitte & changer la
numérotation des coordonnées, on peut supposer que o soit le mineur formé
par les 7 premiéres colonnes de A. Or rangA = r, d’on vs € (vy, ..., v,) pour

s > r 4+ 1; d’aprés le théoréeme 4.9.3 tous les bordants de  dans sont nuls.

Théoréme 4.9.5. : Le rang d 'une matrice A est l'ordre mazimal des mineurs

non nuls extraits de A, c’est a dire :

1) I existe un mineur d’ordre v non nul
rangA =r < '
2) Tous les mineurs d’ordre s > 1 sont nuls.

Preuve : =) S’il existait un mineur d’ordre s > r non nul, on pourrait
extraire des colonnes de A une famille libre formée de s > r vecteurs, or
cecli est impossible car les vecteurs colonnes de A engendrent un espace de
dimension 7.

<=) Découle du théoréme 4.9.4.





