
Chapitre 4

Les Applications Linéaires

4.1 Applications Linéaires

Dé�nition 4.1.1. : Soient E et E' deux espaces vectoriels surK et f une

application de E dans E'. On dit que f est linéaire, si :

1) f(u+ v) = f(u) + f(v) ∀u, v ∈ E.
2) f(λv) = λf(v) ∀v ∈ E, ∀λ ∈ K.

L'ensemble des applications linéaires de E dans E' est noté L(E,E′).

Remarque 4.1.1. : f(0) = 0 car (homomorphisme de groupes).

Dé�nition 4.1.2. : Une application linéaire de E dans E est appelée endo-

morphisme.

Exemple 4.1.1. :

1) Θ : E → E
′ est linéaire dite application nulle.

v 7→ 0

2) idE : E → E est linéaire dite application identique de E.

v 7→ v

3) uE : E → E est linéaire dite homothétie de rapport α.

α ∈ K v 7→ αv

4) D : R[X] → R[X] est linéaire dite dérivation.

P 7→ DP = P ′

5) Soit E = E1
⊕
E2.

Pr1
: E → E1 est linéaire dite projection

x = x1 + x2 7→ x1 sur E1 parallélement à E2.
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6) Soit v0 6= 0 un vecteur de E

τ : E → E application non linéaire car τ(0) = v0 6= 0,

v 7→ v + v0 dite translation.

4.2 Image et Noyau

Proposition 4.2.1. : Soit f ∈ L(E,E′) et F un sous-espace vectoriel de E.

Alors f(F) est un sous-espace vectoriel de E'.

En particulier f(E) est un sous-espace vectoriel de E' appelé image de f et

noté Imf . Sa dimension est appelée rang de f .

Preuve : On sait que f(F) est un sous-groupe de E', il su�t donc de

véri�er la stabilité pour l'opération externe.

Soit λ ∈ K et f(v) ∈ f(F), λf(v) = f(λv) ∈ f(F).

Proposition 4.2.2. : Soit f ∈ L(E,E′), Kerf = {x ∈ E/f(x) = 0} est un
sous-espace vectoriel de E, appelé noyau de f .

Preuve : Il su�t de véri�er la stabilité pour l'opération externe.

Soit λ ∈ K et x ∈ Kerf , f(λx) = λf(x) = λ0 = 0⇒ λx ∈ Kerf .

Proposition 4.2.3. : f est injective ⇔ Kerf = {0}.

Exemple 4.2.1. :

1) Soit E = E1
⊕
E2, ImPr1

= E1, KerPr2
= E2

2) D : R[X] → R[X]

P 7→ DP = P ′

KerD = R, ImD = R[X].

3) f : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (2x+ y, y − z)

Kerf = {(x, y, z)/y = −2x et z = y} = {(x,−2x,−2x)/x ∈ R} droite vec-

torielle engendrée par (1,−2,−2).

Imf = {(x′, y′)/∃x, y, z;x′ = 2x+ y et y′ = y − z}
=
{

(x′, y′)/y = y′ + z et x = 1
2(x′ − y′ − z)

} .

Posons z = 0 donc y = y′ et x = 1
2(x′ − y′). D'où ∀(x′, y′) ∈ R2 ∃(1

2(x′ −
y′), y′, 0) ∈ R3 ; f((1

2(x′ − y′), y′, 0)) = (x′, y′) donc f est surjective, et par

suite Imf = R2.
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Proposition 4.2.4. : Soit f ∈ L(E,E′) et {vi}1≤i≤n une famille de vecteurs

de E.

1) Si f est injective et la famille {vi}1≤i≤n est libre dans E, alors la famille

{f(vi)}1≤i≤n est libre dans E'.

2) Si f est surjective et la famille {vi}1≤i≤n est génératrice de E, alors la

famille {f(vi)}1≤i≤n est génératrice de E'.

En particulier si f est bijective, l'image d'une base de E est une base de

E'.

Preuve : 1) Comme f est une application linéaire injective, alors on a :
i=n∑
i=1

λif(vi) = 0

=⇒ f(
i=n∑
i=1

λivi) = 0 ( f application linéaire )

=⇒
i=n∑
i=1

λivi = 0

=⇒ λi = 0 ∀i = 1, ..., n {vi}1≤i≤n libre

2) ∀x ∈ E, ∃λi ∈ K ; x =
i=n∑
i=1

λivi.

Soit y ∈ E′, ∃x ∈ E ; y = f(x) = f(
i=n∑
i=1

λivi) ( surj ) d'où y =
i=n∑
i=1

λif(vi).

Théorème 4.2.1. : Deux espaces vectoriels de dimension �nie sont iso-

morphes, si et seulement si, ils ont même dimension.

Preuve :⇒) f : E→ E′ isomorphisme, d'après la proposition précédente

l'image d'une base de E est une base de E', donc E et E' ont même dimension.

⇐) Supposons dimE = dimE′, soit {e1, ..., en} une base deE et {e′1, ..., e′n}
une base de E'. Considérons l'application

f : E −→ E′

ek 7−→ e′k

Pour x =
i=n∑
i=1

λiei, on pose f(x) = f(
i=n∑
i=1

λiei) =
i=n∑
i=1

λie
′
i, on véri�e que

f est linéaire bijective.

Corollaire 4.2.1. : E espace vectoriel de dimension �nie sur K.
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E est isomorphe à Kn ⇐⇒ dimKE = n.

Théorème 4.2.2. ( Théorème de la dimension ) : Soient E et E' deux es-

paces vectoriels de dimension �nie et f ∈ L(E,E′), alors dimE = dim(Kerf)+

dim(Imf).

Preuve : Supposons dimE = n, dim(Kerf) = r et montrons que

dim(Imf) = n− r.
Soit {w1, ..., wr} une base de Kerf , complétons la pour obtenir une base

de E en l'occurrence {w1, ..., wr, v1, ..., vn−r}.
Montrons que B = {f(v1), ..., f(vn−r)} est une base de Imf .
1) B engendre Imf , en e�et :

f(x) = f(
r∑
i=1

αiwi +
n−r∑
i=1

λivi) =
n−r∑
i=1

λif(vi).

b) B est libre :
n−r∑
i=1

λif(vi) = 0

=⇒ f(
n−r∑
i=1

λivi) = 0 (f application linéaire)

=⇒
n−r∑
i=1

λivi ∈ Kerf

=⇒
n−r∑
i=1

λivi =
r∑
i=1

αiwi

=⇒
n−r∑
i=1

λivi −
r∑
i=1

αiwi = 0

=⇒ λi = 0, i = 1, ..., n− r; αi = 0, i = 0, ..., r

Corollaire 4.2.2. : Soit f ∈ L(E,E′), E et E' étant deux espaces vectoriels

de même dimension �nie, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) f est injective.

2) f est surjective.

3) f est bijective.

Preuve : dimE = dim(Kerf) + dim(Imf). Il su�t de montrer 1)⇐⇒
2).
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f injective ⇐⇒ Kerf = {0} ⇐⇒ dimE = dim(Imf) ⇐⇒ dimE′ =

dim(Imf)⇐⇒ E′ = Imf ⇐⇒ f est surjective.

Remarque 4.2.1. : 1) Ce résultat est faux en dimension in�nie.

En e�et :

D : R[X] −→ R[X] est surjective, non injective.

P 7−→ DP = P ′

2) Une application linéaire f est parfaitement dé�nie si on connaît l'image

des vecteurs d'une base, car d'après la linéarité de f on a f(x) = f(
n∑
i=1

xiei) =

n∑
i=1

xif(ei), donc si on connaît f(e1),..., f(en), f est connue en tout x.

4.3 Matrices Associées aux Applications Linéaires

Soient E et E' deux espaces vectoriels sur K, de dimension �nie n et p

respectivement, et f : E 7−→ E′ une application linéaire. Choisissons

{e1, ..., en} une base de E et
{
e′1, ..., e

′
p

}
une base de E'. Les images par f

des vecteurs {e1, ..., en} se décomposent sur la base
{
e′1, ..., e

′
p

}
:

f(e1) = a11e
′
1 + a21e

′
2 + ...+ ap1e

′
p

f(e2) = a12e
′
1 + a22e

′
2 + ...+ ap2e

′
p

=
...

=

f(en) = a1ne
′
1 + a2ne

′
2 + ...+ apne

′
p

Dé�nition 4.3.1. : On appelle matrice de f dans les bases {e1, ..., en} et{
e′1, ..., e

′
p

}
, la matrice notée par M(f)ei,e′j

appartenant à Mp,n(K) dont

les colonnes sont les composantes des vecteurs f(e1), ..., f(en) dans la base{
e′1, ..., e

′
p

}
:

f(e1) f(e2) . . . . . f(en)
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M(f)ei,e′j
=


a11 a12 . . . . . a1n

. .

...
...

. .

ap1 ap2 . . . . . apn


e′1

e′2
...

e′p−1

e′p
Il est clair que la matrice associée à f dépend du choix des bases de E et

E'.

Exemple 4.3.1. :

1) Soit E un espace vectoriel de dimension n et

idE : E −→ E

x 7−→ x

On considère une base {ei} de E.

M(idE)ei
=



1 0 . . ... 0

0 1 0 . ... 0

. 0 1 0 ... 0

. . . . ...

... . 0

0 0 . ... 0 1


= In matrice unité deMn(K).

2) Soit E = R2 et Pr1 : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x, 0)

Considérons la base canonique {e1, e2} de R2 on a Pr1(e1) = e1, Pr1(e2) =

0.

M(Pr1)ei
=

(
1 0

0 0

)
3) Soit {e1, e2, e3} la base canonique de R3 et {e′1, e′2} la base canonique

de R2. Considérons l'application linéaire :

f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x− y, z − y)

M(f)ei,e′j
=

(
1 −1 0

0 −1 1

)
4) On considère la forme linéaire sur Rn

f : Rn −→ R
(x1, ..., xn) 7−→ a1x1 + a2x2 + ...+ anxn
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En munissant Rn et R de leurs bases canoniques respectives {ei} et {1}
on obtient M(f)ei,1 =

(
a1 a2 . . . an

)
5) D : R4[X] −→ R3[X]

P 7−→ DP = P ′

M(D) =


0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 4

 par rapport aux bases canoniques de R4[X]

et R3[X].

Proposition 4.3.1. : Soient E et E' deux espaces vectoriels sur K de di-

mension n et p respectivement, {ei} et {e′j} des bases de E et E'. Alors

l'application :

M : L(E,E′) −→ Mp,n(K)

f 7−→ M(f)ei,e′j
est un isomorphisme d'espaces vectoriels c'est à dire :

M(f + g) = M(f) + M(g), M(λf) = λM(f) et M est bijective, en

particulier dimL(E,E′) = np.

Preuve :
(f + g)(e1) . . . (f + g)(en)

M(f + g)ei,e′j
=


− . . . −
− . . . −
− . . . −
− . . . −
− . . . −


f(e1) . . . f(en) g(e1) . . . g(en)

=


− . . . −
− . . . −
− . . . −
− . . . −
− . . . −

+


− . . . −
− . . . −
− . . . −
− . . . −
− . . . −


= M(f)ei,e′j

+M(g)ei,e′j
De même
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(λf)(e1) . . . (λf)(en)

M(λf)ei,e′j
=


− . . . −
− . . . −
− . . . −
− . . . −
− . . . −

 = λM(f)ei,e′j

donc M est linéaire.

Soit f ∈ KerM =⇒ M(f)ei,e′j
= 0 =⇒ f(e1) = f(e2) = ... = f(en) = 0,

donc si x ∈ E x =
i=n∑
i=1

λiei, f(x) =
i=n∑
i=1

λif(ei) = 0, d'où f = 0, donc M est

injective.

Elle est aussi surjective, car si

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a2n
...

...

ap1 ... apn

 ∈Mp,n(K)

On considère f en posant :

f(e1) = a11e
′
1 + ...+ ap1e

′
p

...

f(en) = a1ne
′
1 + ...+ apne

′
p.

Pour x ∈ E ; x = λ1e1 + ...+λnen, on pose f(x) = λ1f(e1)+ ...+λnf(en).

On véri�e que f est linéaire et M(f)ei,e′j
= A.

4.4 Matrice d'un Vecteur. Calcul de l'Image d'un Vec-

teur

Dé�nition 4.4.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension n, {e1, e2, ..., en}

une base de E et x =
i=n∑
i=1

xiei un vecteur de E. On appelle matrice de x dans

la base {ei} :

M(x)ei
=

 x1
...

xn
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Proposition 4.4.1. : Soit f ∈ L(E,E′), {e1, e2, ..., en} et
{
e′1, e

′
2, ..., e

′
p

}
deux bases de E et E' respectivement, pour tout x ∈ E, on a :

M(f(x))e′j = M(f)ei,e′j
M(x)ei

.

Preuve : Soit M(f)ei,e′j
=


a11 a12 ... a1n

a21 a2n
...

...

ap1 ... apn


d'où f(ej) =

p∑
k=1

akje
′
k.

On a

f(x) = f(

j=n∑
j=1

xjej) =

j=n∑
j=1

xjf(ej) =

j=n∑
j=1

xj

p∑
k=1

akje
′
k

=

p∑
k=1

(
n∑
j=1

xjakj)︸ ︷︷ ︸
yk

e′k =

p∑
k=1

yke
′
k

donc M(f(x))e′j =

 y1
...

yp

.

D'autre part

M(f)ei,e′j
M(x)ei

=


a11 a12 ... a1n

a21 a2n
...

...

ap1 ... apn




x1

...

xn

 =



n∑
j=1

a1jxj

...
n∑
j=1

apjxj


d'où le résultat.

Exemple 4.4.1. :

Soit le plan rapporté à sa base canonique. Déterminer l'image du vecteur

x = (3, 2) par rotation de centre O et d'angle Π
6 .

On a
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M(f(x)) = M(f)M(x)

=

(
cosΠ

6 −sin
Π
6

sinΠ
6 cosΠ

6

)(
3

2

)

=

( √
3

2
−1
2

1
2

√
3

2

)(
3

2

)

=

(
3
√

3−2
2

2
√

3+3
2

)
.

4.5 Matrice de l'Inverse d'une Application

Proposition 4.5.1. : Soient E, E', E� trois espaces vectoriels surK, {e1, ..., en},{
e′1, ..., e

′
p

}
,
{
e′′1, ..., e

′′
q

}
des bases de E, E' et E� respectivement. Si g ∈

L(E,E′) et f ∈ L(E′,E′′), on a M(fog)ei,e′′k
= M(f)e′j ,e′′kM(g)ei,e′j

.

Preuve : Soit x ∈ E arbitraire. En utilisant la proposition du paragraphe

2, on a :

M(fog)M(x) = M(f(g(x))) = M(f)M(g(x)) = M(f)M(g)M(x). Puisque

x est arbitraire, M(fog) = M(f)M(g).

Proposition 4.5.2. : f ∈ L(E,E′) est bijective si et seulement si M(f)ei,e′j

est inversible.

De plus M(f−1)e′i,ej
= M(f)−1

ei,e′j
.

Preuve : f−1of = idE, d'où

M(f−1of)ei,ei
= M(idE) = I =⇒ M(f−1)M(f) = I =⇒ M(f−1) =

M(f)−1.

4.6 Changement de Bases

Dé�nition 4.6.1. : On appelle matrice de passage de la base {ei} à la base

{e′i} du même espace vectoriel E, la matrice Pei→e′i dont les colonnes sont

les composantes des vecteurs e′i dans la base {ei} :

Pei→e′i =

 p11 . . . p1n
... . . .

...

pn1 . . . pnn

 = M(idE)e′i,ei
.
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Remarque 4.6.1. : Une matrice de passage est toujours inversible et on a

(Pei→e′i)
−1 = Pe′i→ei

.

Proposition 4.6.1. : Soient x ∈ E, {ei} et {e′i} deux bases de E, P = Pei→e′i
et X = M(x)ei

, X ′ = M(x)e′i, on a X ′ = P−1X.

Preuve : PX ′ = M(idE)e′i,ei
M(x)e′i = M(idE(x))ei

= M(x)ei
= X.

Exemple 4.6.1. :

Soit R2 muni de deux bases, la base canonique {e1, e2} et la base {e′1, e′2}
dé�nie par :

e′1 = 2e1 + e2, e
′
2 = 3e1 + 2e2

Soit x = 2e1 + 3e2, calculons les composantes de x dans la base {e′1, e′2}.

P =

(
2 3

1 2

)
, P−1 =

(
2 −3

−1 2

)
, X ′ =

(
2 −3

−1 2

)(
2

3

)
=(

−5

4

)
x = −5e′1 + 4e′2.

Proposition 4.6.2. : Soient f ∈ L(E,E′), {e1, ..., en}, {ε1, ..., εn} deux

bases de E et
{
e′1, ..., e

′
p

}
,
{
ε′1, ..., ε

′
p

}
deux bases de E'.

Notons A = M(f)ei,e′j
, A′ = M(f)εi,ε′j , P = Pei→εi

, Q = Pe′j→ε′j .

On a alors A′ = Q−1AP .

Preuve :

E(ei)
f−→ E′(e′j)

idE ↓ ↓ idE′

E(εi)
f−→ E′(ε′j)

On a foidE = idE'of d'où M(foidE) = M(idE'of), c'est à dire

M(f)εi,ε′j
M(idE)ei,εi

= M(idE')e′j ,ε′jM(f)ei,e′j
,

c'est à dire A′P−1 = Q−1A donc A′ = Q−1AP .

Corollaire 4.6.1. : Soient f ∈ L(E) et {e1, ..., en}, {e′1, ..., e′n} deux bases

de E.

Notons A = M(f)ei
, A′ = M(f)e′i et P = Pei→e′i.

On a alors A′ = P−1AP .
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Dé�nition 4.6.2. : Deux matrices A, A′ ∈ Mn(K) sont dites semblables

s'il existe une matrice P ∈Mn(K) inversible telle que :

A′ = P−1AP .

Exemple 4.6.2. :

Soit f un endomorphisme de R2 qui dans la base canonique {ei} est re-

présenté par la matrice : A = M(f)ei
=

(
3 −1

0 2

)
.

Déterminons la matrice A′ qui représente f dans la base e′1 = (0,−1) et

e′2 = (1, 1).

On a

A′ = P−1AP

=

(
1 −1

1 0

)(
3 −1

0 2

)(
0 1

−1 1

)

=

(
3 −3

3 −1

)(
0 1

−1 1

)

=

(
3 0

1 2

)
.

4.7 Rang d'une Matrice

Dé�nition 4.7.1. : Soit {v1, ..., vn} une famille de vecteurs, on appelle rang

de la famille, la dimension de l'espace engendré par les vecteurs vi.

Soit A′ ∈Mp,n(K), A = (c1, ..., cn) où l'on a noté ci les vecteurs colonnes

de A (ci ∈ Kp). On appelle rang de A le rang de la famille des vecteurs

colonnes de A.

Proposition 4.7.1. : Soit f ∈ L(E,E'). Soient {e1, ..., en} et
{
e′1, ..., e

′
p

}
deux bases quelconques de E et E' respectivement et A = M(f)ei,e′j

= (aij).

On a alors rangf = rangA.

Ainsi deux matrices qui représentent la même application linéaire dans des

bases di�érentes ont même rang ; en particulier deux matrices semblables ont

même rang.

Preuve : On considère le diagramme suivant :
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Kn h−→ Kp

u ↓ ↓ v
E(ei)

f−→ E'(e′j)

h = v−1ofou

u et v sont dé�nis en associant à chaque vecteur de la base canonique de Kn

( resp Kp )

εi ( resp ε
′
j ) le vecteur ei ( resp e

′
j ), alors l'application h a précisément A

comme matrice dans les deux bases canoniques car h(εi) = v−1ofou(εi) =

v−1of(ei) = v−1(
∑

aije
′
j) =

∑
j

ajiε
′
j. Donc rangA = rangh et d'après le

lemme suivant, on déduit que rangA = rangf

Lemme 4.7.1. : Soient f ∈ L(E,F) et g ∈ L(G,E), alors

1) Si g est surjective, alors rangf = rang(fog).

2) Si f est injective, alors rangg = rang(fog).

Preuve : 1) rangf = dimf(E) = dimf(g(G)) = dim(fog)(E)

= rang(fog)

2) Soit {vi} avec vi = g(wi) une base de Img, alors f(vi) = (fog)(wi).

Comme f est injective {f(vi)} est libre et engendre Im(fog) car y ∈ Im(fog) =⇒
∃x ; y = f(g(x)︸︷︷︸

∈Img

) = f(
∑

αivi) =
∑

αif(vi) donc {f(vi)} est une base de

Im(fog), d'où rangg = rang(fog).

On en déduit qu'en composant à gauche ou à droite par une application

linéaire bijective, le rang ne change pas.

4.8 Matrices Remarquables

a) Matrice Diagonale (aij) ∈Mn(K) ; aij = 0 pour i 6= j.

b) Matrice Triangulaire Supérieure (aij) ∈Mn(K) ; aij = 0 pour i > j.

c) Transposée d'une Matrice A = (aij) ∈ Mn,m(K) ; c'est tA = (aji) ∈
Mm,n(K). Elle véri�e t(tA) = A, t(A+B) =t A+tB, t(λA) = λtA ∀A,B ∈
Mm,n(K) et λ ∈ K ; c'est à dire que l'application :

Ψ : Mm,n(K) −→ Mn,m(K) est un isomorphisme

A 7−→ tA d'espaces vectoriels

On a aussi t(AB) =t BtA ∀A ∈Mn,p(K) et ∀B ∈Mp,n(K).

13
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Dé�nition 4.8.1. : A,B ∈ Mn,p(K) sont équivalentes s'il existe P ∈
Glp(K) et Q ∈ Gln(K) telles que B = Q−1AP . C'est en fait une relation

d'équivalence surMn,p(K), notée '.

Théorème 4.8.1. : A,B ∈ Mn,p(K) sont équivalentes si et seulement si

rangA = rangB.

Démontrons d'abord le lemme suivant :

Lemme 4.8.1. : A ∈Mn,p(K) ;

rangA = r ⇐⇒


A '



∈Mr,r(K)

1 0 . . . 0

0 1 0
...

... . . . . . .

0 . . . 0 1

0 . . . 0

...
...

...

0 . . . 0

0... . . . ... ... ... 0




Cette dernière est notée Jr.

Preuve : ⇐) trivial.

⇒) A ∈Mn,p(K) dé�nit une application linéaire

Φ : Kp
(ei)
−→ Kn

(e′j) . On munit Kp et Kn des bases canoniques (ei) et

(e′j) respectivement.

Soit r le nombre de vecteurs linéairement indépendants parmi les images

des vecteurs de la base (ei) ; c.à.d Ae1,...,Aep, qu'on peut supposer être

Ae1,...,Aer, les autres vecteurs Aer+1,...,Aep peuvent s'exprimer en fonction

de ces derniers :

Aek =
r∑
j=1

ckjAej pour k = r + 1, ..., p.

On dé�nit une nouvelle base f1, ..., fp dans K
p ; comme suit

fk =


ek, pour k=1,...,r ;

ek −
r∑
j=1

ckjej, pour k=r+1,...,p.

On a alors Afk = 0 pour k = r + 1, ..., p.

Posons alors Afj = tj pour j = 1, ..., r. Les tj sont par hypothèse linéai-

rement indépendants. Complétons les pour obtenir une base de Kn, disons

tr+1, ..., tn. Considérons alors la matrice de l'application linéaire Φ dans les

nouvelles bases f1, ..., fp et t1, ..., tn, on a alors :

14
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M(Φ)fi,tj =



1 0 . . . 0

0 1 0
...

... . . . . . .

0 . . . 0 1

0 . . . 0

...
...

...

0 . . . 0

0... . . . ... ... ... 0


= Jr

A et M(Φ)fi,tj représentent la même application linéaire, et sont donc

équivalentes.

Preuve du théorème : ⇒) trivial.

⇐) rangA = rangB = r entraînent A ' Jr, B ' Jr, d'où A ' B.

Théorème 4.8.2. : Soit A ∈Mn,p(K), alors rangA = rangtA c'est à dire

que le rang d'une matrice ; est aussi le rang de la famille des vecteurs lignes.

Preuve : rangA = r =⇒ A ' Jr =⇒ ∃P ∈ Glp(K) et Q ∈ Gln(K),

A = Q−1JrP =⇒ tA = tP tJr
tQ−1 = (tP−1)−1 tJr (tQ−1) = t(P−1)−1 J ′r

(tQ−1) car tJr = J ′r d'où
tA ' J ′r =⇒ rangtA = r = rangA.

Exemple 4.8.1. :

Déterminer le rang de la matrice

 1 2 0 −1

2 6 −3 −3

3 10 −6 −5

.

On utilise les opérations élémentaires sur les lignes

rg

 1 2 0 −1

2 6 −3 −3

3 10 −6 −5

 L1

L2

L3

= rg

 1 2 0 −1

0 2 −3 −1

0 4 −6 −2

 L1

L2 − 2L1

L3 − 3L1

= rg

 1 2 0 −1

0 2 −3 −1

0 0 0 0

 L1

L2 − 2L1

L3 + L1 − 2L2

= 2

Car les deux vecteurs lignes sont linéairement indépendants.

4.9 Application des Déterminants à la Théorie du Rang

4.9.1 Caractérisation des Bases

Théorème 4.9.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension n. Les vecteurs

v1, ..., vn de E forment une base de E si et seulement si det
∥∥∥v1, · · · , vn

∥∥∥
(ei)
6=

15
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0 où
∥∥∥v1, · · · , vn

∥∥∥
(ei)

désigne la matrice dont les colonnes sont les compo-

santes des vecteurs v1, ..., vn dans la base (ei) de E.

Preuve : Il su�t de montrer que {v1, ..., vn} est libre si et seulement si

det
∥∥∥v1, · · · , vn

∥∥∥
(ei)
6= 0.

⇐=)
i=n∑
i=1

αivi = 0, posons vi =
k=n∑
k=1

akiek, alors on a

i=n∑
i=1

αi(
k=n∑
k=1

akiek) = 0 d'où
n∑
i,k

αiakiek = 0 =⇒
n∑
i=1

αia1i = 0,
n∑
i=1

αia2i = 0,

...,
n∑
i=1

αiani = 0 =⇒


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...

an1 an2 . . . ann



α1

α2
...

αn

 =


0

0
...

0

 (4.1)

d'où αi = 0 ∀i = 1, ..., n

=⇒) Si det
∥∥∥v1, ... , vn

∥∥∥
(ei)

= 0 =⇒ le système homogène

( 4.1) admet une in�nité de solutions, d'où {v1, ..., vn} est liée.

4.9.2 Comment reconnaître si une famille de vecteurs est libre

On appelle mineur d'une matrice A, tout déterminant d'une matrice carrée

extraite de A.

Théorème 4.9.2. : Soient {v1, ..., vr} r vecteurs d'un espace vectoriel E de

dimension n ( r ≤ n ) et A =
∥∥∥v1, · · · , vr

∥∥∥,
( A ∈Mn,r(K) ).

La famille {v1, ..., vr} est libre si et seulement si on peut extraire de A un

mineur d'ordre r non nul.

Preuve : Similaire à celle du théorème précédent, en complétant les vec-

teurs a�n de former une base de E.
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4.9.3 Comment reconnaître si un vecteur appartient à l'espace

engendré par d'autres vecteurs

Soit A une matrice et δ un mineur d'ordre r extrait de A. On appelle

bordant de δ tout mineur d'ordre r+1 extrait de A, dont δ est un déterminant

extrait.

Si A ∈Mp,n(K) et δ un mineur d'ordre r, il ya exactement (p− r)(n− r)
bordants de δ dans A.

Théorème 4.9.3. : Soient {v1, ..., vr} r vecteurs linéairement indépendants

et δ un mineur d'ordre r non nul extrait de A, où A =
∥∥∥v1, · · · , vr

∥∥∥.
Pour qu'un vecteur w ∈ 〈v1, ..., vr〉 il faut et il su�t que tous les bordants

de δ dans la matrice B =
∥∥∥v1, · · · , vr, w

∥∥∥ soient nuls.

Preuve : =⇒) Si l'un des bordants est non nul, la famille {v1, ..., vr, w}
serait libre.

⇐=) On considère la matrice B =



a11 . . . a1r
...

...

ar1 . . . arr

b1
...

br

ar+1,1 . . . ar+1,r br+1
...

...
...

an1 . . . anr bn


.

Quitte a changer l'ordre des lignes et des colonnes, on peut supposer que

le mineur δ non nul est le mineur encadré. Les r premiers vecteurs lignes

de B sont indépendants, et chacun des autres est lié à ces derniers. Ainsi

rangB = r, donc les vecteurs colonnes de B {v1, ..., vr, w} forment une

famille de rang r et comme {v1, ..., vr} est libre, w ∈ 〈v1, ..., vr〉.

Exemple 4.9.1. : Pour quelles valeurs de α, β ∈ R le vecteur w =


α

2

1

β



appartient-il au sous-espace de R4 engendré par les vecteurs v1 =


1

0

1

0

 et
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v2 =


0

1

0

1

 ?

On a A =


1 0

0 1

1 0

0 1

 δ =

∣∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣∣ = 1 6= 0 et

B =


1 0

0 1

α

2

1 0 1

0 1 β

.

Les bordants de δ sont 41 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 α

0 1 2

1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1 α

1 1

∣∣∣∣∣ = 1 − α et 42 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 α

0 1 2

0 1 β

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣β 2

1 1

∣∣∣∣∣ = β − 2. Donc w ∈ 〈v1, v2〉 si et seulement si α = 1

et β = 2.

4.9.4 Détermination du rang

Théorème 4.9.4. : Soit A ∈ Mp,n(K). Le rang de A est r si et seulement

si on peut extraire de A un mineur δ d'ordre r non nul et tous les bordants

de δ dans A sont nuls.

Preuve :

⇐=) A =
∥∥∥v1, · · · , vn

∥∥∥ =



a11 . . . a1r
...

...

ar1 . . . arr

. . .

. . .

a1n
...

arn

ar+1,1 . . . ar+1,r . . . ar+1,n
...

...
...

ap1 . . . apr . . . apn


.

Soit δ le mineur encadré. Les vecteurs {v1, ..., vr} sont alors indépendants
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et chaque vecteurs vs ( s ≥ r+ 1 ) appartient à l'espace 〈v1, ..., vr〉. Donc les
vecteurs colonnes engendrent un espace de dimension r, d'où rangA = r.

=⇒) Quitte à changer l'ordre des colonnes de A, on peut supposer que

{v1, ..., vr} est libre. On peut alors extraire de la matrice formée par les r

premières colonnes de A un mineur δ d'ordre r non nul. Quitte à changer la

numérotation des coordonnées, on peut supposer que δ soit le mineur formé

par les r premières colonnes de A. Or rangA = r, d'où vs ∈ 〈v1, ..., vr〉 pour
s ≥ r + 1 ; d'après le théorème 4.9.3 tous les bordants de δ dans sont nuls.

Théorème 4.9.5. : Le rang d'une matrice A est l'ordre maximal des mineurs

non nuls extraits de A, c'est à dire :

rangA = r ⇐⇒

{
1) Il existe un mineur d'ordre r non nul

2) Tous les mineurs d'ordre s > r sont nuls.

Preuve : =⇒) S'il existait un mineur d'ordre s > r non nul, on pourrait

extraire des colonnes de A une famille libre formée de s > r vecteurs, or

ceci est impossible car les vecteurs colonnes de A engendrent un espace de

dimension r.

⇐=) Découle du théorème 4.9.4.
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